2. cviceni - teorie

Otevrenost, uzavienost, kompaktnost

Znac&eni. Namisto z € R": V(z), kde V() je néjaka vlastnost pro bod x € R™, budeme psat [V (z)].
B(z,r) = {y € R": p(x,y) < r} = [p(z,y) < r], kde p je euklidovskd metrika na R™. Budeme ji
nazyvat otevienou kouli o stfedu = a poloméru r.

Definice. Bud M c R™.
Bod x € R” je

e vnitini bod mnoziny M, pokud 3r > 0: B(x,r) C M

e hrani¢ni bod mnoziny M, pokud Vr > 0: B(x,7) N M #0 a B(x,r)N(R"\ M) #0.
Dale

e Int M = [z je vnitini bod mn. M] je vnitFek mnoziny M,

e H(M) = [z je hrani¢ni bod mn. M] je hranice mnoziny M.

Uzavér mnoziny M je mnozina M U H (M), zna¢ime ji M.
Mnozina M je oteviena (v R"™), jestlize je kazdy jeji bod zarovenn vnitinim bodem.
Mnozina M je uzaviena (v R"), jestlize H(M) C M (respektive, pokud M = M).

Poznamka. Body mnoziny M splhuji prvn{ podminku v definici hrani¢niho bodu automaticky.
Véta 2, 5 (vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin). V R™ plati:
e (),R™, libovolné sjednoceni otevienych, kone¢ny prinik otevienych jsou oteviené mnoziny
e (),R™, libovolny priinik uzavienych, konecné sjednoceni uzavienych jsou uzaviené mnoziny

Véta 4. M C R” je oteviend <= R"™\ M uzaviend <= pro kazdou posl. z,, € M,n € N, konvergujici
k x € R" plati, ze x € M.

Véta 11. Necht f je spojitd funkce na R™ a ¢ € R. Potom plati:
e mnoziny [f > ¢], [f < ¢] jsou otevieng,
e mnoziny [f < ¢|,[f > ¢],[f = ¢] jsou uzaviené.

Definice. Mnozinu M C R" nazyvame kompaktni, pokud z kazdé posloupnosti prvkia mnoziny M lze
vybrat konvergentni podposloupnost s limitou v M.

Definice. Mnozina M C R" je omezena, pokud existuje r > 0 t.z. M C B(0,r).

Véta 12 (Charakterizace kompaktnich mnozin). Mnozina M C R" je kompaktni, pravé kdyz je uzaviena
a omezena.
Navody
Jak urcit otevienost/uzavienost
e Prevést to na Vétu 11 - vyjadfit mnoZzinu M napf. jako [f > ¢| pro spojitou f apod.
e Vyuzit Véty 2, 5 (priniky a sjednoceni ot. a uz. mnozin).
e Urcit hranici - obvykle je hranici néco jako [f = ¢].

e Pokud H(M) C M, pak je M uzaviena, pokud H(M) N M = (), pak je M oteviena. Jinak M neni
ani jedno.
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Jak urcit hranici

e 7 definice

o Je-li M = [f < ¢], pak je [f = ¢] hranice. To se ukaze takto: zvolim [z,y] € [f = ar >0
libovolné. Pak uvazuji 6 € (0,7) a ukazu, ze [x,y+0] € M a [x,y — 6] ¢ M, nebo naopak. (pfipadné
pracuji s [x £+ 0,y]). Tim dokdzu, Ze [f = ¢|] C H(M). Potiebuji jesté ukazat, Ze ostatni body
nejsou hraniénimi. Dale vim, Ze [f > ¢| je ot. mn. Proto, pro [z,y] € [f > ] existuje r > 0 t.Z.
B([z,y],r) C [f > ¢], tedy [z, y] nemize byt hrani¢nim bodem.

Typicky volba [z, y=+0] funguje, neb elementdrni funkce je lokdlné ve vétsiné bodech rostouci/klesagict.
Jinak je potteba vyuZit néjaké znalosti funkce f a faktu, Ze je spojitd.

Pohled na uzavienost pomoci posloupnosti:

Dle Véty 4 se da rict, ze mnozina je uzaviend, pokud kazdéa konvergentni posloupnost jejich bodi
konverguje k jejimu bodu. Resp.: M je uzaviena, pokud pro kazdou konvergentni posl. {x,} C M plati,
ze limy, o0 Ty, € M. Uzévér mnoziny M je potom {z € R": z = lim,,_,o0 Zp, Ty, € M }.

Jak urcit kompaktnost

Pomoci Véty 12. Co se tyce urceni omezenosti, je tfeba si peclivé rozmyslet, jak vypadd M podle jeji
definice. Neexistuje k tomu zddny obecny algoritmus.

Spojitost
Definice. Necht f je funkce n proménnych a 2 € R™. Rekneme, ze f je spojita v bodé z, jestlize plati
Ve >030 >0Vy € B(x,0): f(y) € B(f(x),e).

Necht M C R™ a z € M. Rekneme, Ze funkce f je spojita v bod& z vzhledem k mnozing M,
pokud plati

Ve > 030 >0y € B(x,0) N M: f(y) € B(f(z),e).
Véta 8 (Operace se spojitymi funkcemi). Necht M C R",z € M, f: M — R,g: M — R, c € R. Jestlize

f a g jsou spojité v bodé x vzhledem k M, potom také funkce c- f, f 4+ g a f - g jsou spojité v x vzhledem
k M. Pokud navic funkce ¢ je nenulova v bodé x, pak je spojita i funkce g v bodé x vzhledem k M.

Véta 9 (Skladani spojitych funkci). Necht r,s € Ny M C R*, L C R" ay € M. Necht ¢1,...,¢, jsou
funkce definované na M, spojité v bodé y vzhledem k M a [p1(x), ..., ¢r(z)] € L pro kazdé x € M. Necht
f: L — R je spojita v bodé [¢1(y),...,er(y)] vzhledem k L. Potom slozena funkce F': M — R dana
pfedpisem

F(z) = f(ei(z), ..., or(2)), 2 € M,

je spojitd v bodé y vzhledem k M.

Definice. Uvazme funkci f: R" — R. Pak za vrstevnici funkce f povazujeme mnozinu [f = ¢, kde
ceR.

Parcialni derivace

Definice (Parcialni derivace). Necht f je funkce n proménnych, i € {1,...,n},a € R™. Pak &islo
0 te;) —
f (CL) — hm f((l + el) f(a’) —
ox; t—0 t
i flay,...,a;i1,a; +t,ai11,...,a,) — f(a,...,a,)
t—0 t
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nazyvame parcialni derivaci (prvniho fadu) funkce f podle j -té proménné v bodé a (pokud
limita existuje).

Znaceni. Derivaci funkce f podle j-té proménné znacime mimo jiné také jako f;j.
Parcidlni derivace pocitame v podstaté tak, Ze jiné proménné, nez je x; bereme jako cisla.

Fakt. Aritmetika derivaci proto funguje porad stejné. Pripomenime, Ze dané vzorce plati, pokud napravo
vyjde ¢islo!

(fx9) =1+

f-9=f-9+f 9

(f)’:f’-g—f-g’
g 9°

Definice. Funkce f: R" — R je spojita v k-té proménné v bodé a € R™, pokud limy;_,¢ f(a +tex) = f(a).

Véta 44 - ZS (Vypocet jednostranné derivace). Necht realna funkce f je spojita zprava v bodé a € R a
existuje lim,_,,4 f'(x). Pak existuje f/ (a) a plati f! (a) = lim,;_.4 f'(z). Leva strana analogicky.

Fakt. Je-li funkce f spojitda v bodé a v k-té proménné, pak co se vypoctu fi(a) tyce, mizeme pouzivat
véty z minulého semestru - napt. Vétu 44 - ZS.
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